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1. EinfUhrung in die Fraktale

1.1 Was sind Fraktale?

Die Untersuchung dieser komplexen mathematischen
Abbildungen begann bereits am Ende des 19. Jahrhunderts.
Bereits damals experimentierten  Mathematiker  mit
nichtdifferentzierbaren Gleichungen und zeichneten Mengen,
die nichts mit der Realitét zu tun hatten.

Der Begriff ,Fraktal“ wurde erst 1975 von dem Mathematiker
Benoid B. Mandelbrot gepragt. Das Wort ,, Fraktal“ stammt von
»gebrochen (fragmentiert) und wird immer dann verwand,
wenn mathematische Abbildungen, je detalllierte man sie
betrachtet, aus um so komplexeren Strukturen bestehen.

Abb. 1.1 — Die Mandelbrotmenge

Die Mandelbrotmenge ist eines der bekanntesten Fraktale. Sie beruht auf der komplexen Folge:

Zn+1 - Zn2 +C

Siewurde, wie der Name bereits vermuten |83t von Benoid Mandelbrot erforschte. Er konnte sich
bereits ohne die Hilfe von Computern ein Bild von dieser Menge machen. Einige Zeit spater
wurden seine Ergebnisse mit Hilfe der ersten Computer bestétigt.

1.2. Von der Funktion zum Bild

Besondere Eigenschaften der Funktion z,.1 = z,2+c sind
- dierekursive Definition: Man muf3 ein z, ausrechnen, um ein z,+1 berechnen zu kdnnen
- die komplexen Parameter z, und ¢

Um nun die Mandelbrotmenge zu berechnen, wahit man
ein konstantes z, (meist 0) und berechnet fir viele
verschiedene ¢ eine vorgegebene Anzahl von
Iterationsschritten n. Naturlich kann man nicht den
kompletten Definitionsbereich von ¢ betrachten. Darum
wahlt man meist ein Intervall fur c aus.

Erkennt man nun, dal3 z, fur ein c innerhalb der n Schritte
konvergiert, so zahlt man das ¢ zur Mandelbrotmenge,
ansonsten nicht. Der blaue Bereich in Abbildung 1.2 sind
Abb. 1.2 - Die Mandelbrotmenge genau diese ¢, fir welche die Funktion konvergiert.
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Was ist nun an dieser Menge fraktal ?

Betrachtet man den Rand der Menge, erkennt man, dald er sehr , ausgefranst” ist. Selbst sehr
starke Vergrélerungen von Ausschnitten des Randes, haben genau diese Eigenschaft. Darum
spricht man von einem Fraktal.

Woher stammen die Farben?

Irgendwann wahrend der Iteration stellt man fir manche c fest, dal3 sie nicht zur Menge gehéren
werden, weil sie gegen unendlich streben. Je nachdem, wie friih man das feststellt, wahlt man
eine andere Farbe aus. Je ndher ein ¢ an der Mandelbrotmenge liegt, desto spéter kann
entschieden werden, ob es konvergieren wird oder nicht. Daher ist es um die Mandelbrotmenge
herum besonders bunt und weiter au3erhalb relativ einfarbig.

1.3. Eigenschaften von Fraktalen
Selbstahnlichkeit

Man kann an das Fraktal heran
zoomen und erkennt Formen oder
Strukturen, die schon einmal auftraten.

Fraktale Dimension

Der Rand des Fraktalsist so sehr gebroch-

en (fraktal), daf3 man nicht mehr von einer
Flache sprechen kann, die umschlossen wird.
Es ist ein Objekt zwischen Linie und Flache
mit einer Dimension zwischen 1 und 2. Diese
Dimension nennt man Fraktale Dimension.

Abb. 1.3 - Vergréllerung eines Ausschnitts der
Mandel brotmenge
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Was bedeutet Selbstahnlichkeit?

Von Selbstdhnlichkeit spricht man dann, wenn man einen Ausschnitt einer Punktmenge
vergréfRern kann und in diesem Ausschnitt Formen und Strukturen des VergrofRerten Bildes
wiederfindet. (siehe Abb. 1.3). Jeder Ausschnitt wiederholt aso in irgendeiner Form das Bild, aus
dem er stammt. Sehr deutlich wird das auch, bei der Berechnung von Pflanzen (siehe dazu
Abschnitt 4.3.)

Die Fraktale Dimension

Da die Dimension eines Fraktals nicht mehr in das herkémmliche Schema eingeordnet werden
kann, spricht man von einer Fraktalen Dimension, oder auch Hausdorffschen-Dimension.

Die herkdmmlich bekannten Dimensionen sind

1-dimensional: Linie
2-dimensional: Flache, Rechteck
3-dimensional: Raum, Quader, Wrfel

Der Rand eines flachenartigen Fraktals ist dadurch gekennzeichnet,
dal3 er nicht aus einer glatten Linie besteht, sondern gebrochen
(fraktal) ist. Man kann nicht sagen, dal3 der Rand ene 2-
dimensionale Fléche einschliefdt, sondern es ist vielmehr ein Objekt
zwischen Linie und Fléche (also auch mit einer Dimension zwischen
1 und 2, einer fraktalen Dimension). Gleiches gilt fur Fraktale
zwischen Flache und Raum, die eine Dimension zwischen 2 und 3

haben. Kistenlinien haben z. B. eine Dimension von ca. 1,2 und Abb. 1.4 -
Wolkenoberflachen von ca. 2,35. Die K ochsche Schneeflockenkurve

Im Abschnitt 2 wird die ,, Kochsche Schneeflockenkurve® (siehe Abb. 1.4) vorgestellt. Diese hat
die Dimension 1,262. |hr Rand ist so fraktal, daf? er schon keine Linie mehr ist ...

1.4. Anwendung von Fraktalen

Fraktale werden in den unterschiedlichsten
Bereichen eingesetzt. Unter anderem kann man
mit ihre Hilfe in der Computergraphik Land-
schaften modellieren.

Man benutzt dazu z. B. eine Flache, die einfach
wiederholt zerknittert wird. Auf diese Art kann
man komplexe L andschaften entstehen lassen.

Das besondere an Fraktalen ist, dal3 man nicht
das ganze Objekt abspeichern muf3, sondern aus _ _ _ )
giner relativ einfachen, kurzen Konstruktions- Abb. 1.5 —wiederholte Knitterung einer Fléache
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vorschrift eine sehr komplexe Figur erzeugen kann. Auf diese Weise kénnen z. B. Pflanzen,
Baume und Straucher berechnet und ihr Wachstum analysiert werden. Im Kapitel 4 wird
demonstriert, wie einfach esist, einen Baum zu berechnen.

Sehr wichtig ist auch die Ahnlichkeit von Fraktalen
mit Phanomenen und Strukturen in der Natur, wie
z. B. dem Milchstrasse und Unwettern.

Hier geht es dann nicht mehr nur darum, die Natur
mit Fraktalen moglichst gut nachzubilden, sondern
man versucht sie wirklich zu ssmulieren.

Zid ist es, Voraussagen Uber das zukinftige
Verhalten oder die Verdnderungen unter bestimmten
EinflUssen zu berechnen.

Abb. 1.6 — Ein Spiralenfraktal

Abb. 1.7 — Die Milchstrasse Abb. 1.8 — Hurricane Georges, September 1998
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2. Schildkroten und Schneeflocken

2.1The Turtle— Notation von Bewegungsabléaufen

Nicht jedes Fraktal besteht aus der Abbildung einer Menge von Punkten. Es gibt auch
sogenannte Deterministische Fraktale, die man mit Anweisungen wie vorwarts, links,
rechts, ... erzeugen kann. Die Schneeflockenkurve, die in Abschnitt 2.2. vorgestellt wird,
ist ein solches Fraktal.

Die Schildkrote (, Turtle’, in Abbildung 2.1 grin
eingezeichnet) ist dabel en in ene bestimmte
Richtung orientierter Punkt, der sich nach vorge-
gebenen Anweisungen bewegt. Die Spur, auf der sich

O der Punkt bewegt, ist die von den Anweisungen
Y beschriebene Kurve. Um diese Kurve geht es
letztendlich!

Abb. 2.1 —Die Welt der Turtle

Die Anweisungen, nach denen sich diese Schildkrote bewegt, lauten in diesem Beispiel:

F  einen Schritt vorwarts (bis zur nichsten Stelle an der sich zwei Linien kreuzen)
+  um d nach rechtsdrehen (Die Drehrichtung ist nicht immer gleich. Je nach Interpretation
— um d nach links drehen kann auch + und — vertauscht sein.)

Den Winkel & legt man fur jede Anweisungsfolge fest. Im folgenden Beispiel ist & = 90°.
Wie die Schildkréte nun die Anweisungsfolge ,,FFF — FF — F* interpretiert, ist in
Abbildung 2.2 dargestellt:

fv,:i
19 |

4 & g

N

Abb. 2.2 —FFF —FF - F Abb. 2.3 -
FFF—FF—F—F+F+FF—F-FFF

Natirlich lassen sich damit auch sehr lange und komplexe Bewegungsablaufe
beschreiben. Mit den entsprechenden Erweiterungen dieser Beschreibungssprache kann
man die Schildkréte nicht nur 2-dimensionale, sondern auch 3-dimensionale Bewegungen
durchfihren lassen oder auch Farben darstellen, etc.

7
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2.2 Rewriting Systems

Eine Ersetzungstechnik, die im Abschnitt 2.3 mit der Bewegungssprache der , Turtle” (Abschnitt
2.1) verknupft wird, wird Rewriting System genannt. Dazu mufd man zundchst einen Initiator
auswahlen und einen passenden Generator bestimmen.

A. Initiator auswahlen
Ein Initiator ist eine meist einfache geometrische Form, z. B. ein Dreieck.
Einzige notwendige Eigenschaft des Initiators ist, dal3 man ihn in beliebig

viele gleich lange Kanten unterteilen kann.

Beim dem Gleichschenkeligen Dreieck hat man 3 Seiten mit jewells der
Langex.

Abb. 2.4 - Initiator

B. Generator bestimmen
Passend zur Seitenldnge x des Initiators, wird im Schritt B ein
/" \ Generator ausgewahlt. Dieser beginnt an einem Punkt a und endet
an einem Punkt b. Der Abstand zwischen a und b mul3 genau x
a X b  betragen.

Abb. 2.5 — Generator Der Generator besteht ebenfalls aus mehreren gleich langen

Kanteny. Zweck des Generators ist es, jede der Kanten der Lange x
des Initiators zu erstetzen.

C. Generator auf den Initiator anwenden (Abb. 2.6 bis 2.9)

Auf die Seiten des Initiators ... ... wird der Generator angewandt ...

... die alten Seiten verschwinden ... ... und es entsteht ein neuer Initiator.
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Der Generator wird also immer auf alle Kanten des Initiators
zugleich angewandt. Die dadurch neu entstandene Figur hat
wieder alle Eigenschaften eines Initiators. Ein wesentlicher
Unterschied zum vorhergehenden Initiator ist dabei, dai3 die
Kanten jetzt nicht mehr die Lange x sondern die Lange y der
Generator-K anten haben.

Abb. 2.10 - 2. Ersetzung

Fur den nachsten Schritt wird nun der Generator entsprechend
verkleinert, so dal3 er auf die Kanten der Lange y des neuen
Initiators palit.

Fahrt man diesen Ersetzungsschritte mehrfach durch, dann erhalt
man eine immer feinere Struktur der Kurve. (siehe Abb. 2.10 bis 2.12)

Abb. 2.11 - 3. Ersetzung

Die Beispiel-Kurve wird nach dem Mathematiker H. von Koch
auch Kochsche ,, Schneeflocken-Kurve genannt. Besondere
Eigenschaft dieser Kurve ist, dal3 die Grenzkurve, sprich die
Kurve die entstent, wenn man die Ersetzung unendlich oft
anwendet, unendlich lang wird, obwohl sie auf einem endlichen
Flachenstiick liegt.

Der Rand dieser Kurve ist dermalien fragmentiert, dal3 man von

Abb. 2.12 — 3. Ersetzung einem Fraktal spricht. Die Fraktale Dimension ist 1,262.

Von einem Rewriting System spricht man deshalb, weil die urspringlich Form (der Initiator)
immer wieder umgeschrieben wird, um die Zielkurve anzunghern.

2.3 Verknupfung von Turtleund Rewriting Systems

Der Zusammenhang zwischen der Turtle-Beschreibungssprache und den Rewriting Systems ist
sehr einfach zu erkennen: Die Beschreibungssprache kann dazu genutzt werden, die Kurven der
Rewriting Systems zu beschreiben.

Das folgende Beispiel beschreibt die Erzeugung der Kochsche Schneeflocken-Kurve einmal in
der Turtle-Sprache und einmal mit den Rewriting Systems:
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Rewriting Systems TheTurtle
Prinzip um Kurven zu mutieren Technik um Bewegungen zu beschreiben
0 =30°
F--F--F

/\ F+F--F+F

F--F--F

= F+F--F+F -
F+F--F+F --
F+F--F+F

Eine Besonderheit ist der letzte Schritt, welcher auf der Seite der Turtle-Sprache durchgefihrt
wurde. Bei den Rewriting Systems wurde bereits im vorhergehenden Abschnitt die Ersetzung von
vorhandenen Kanten durchgefihrt. Nun wurde das auch auf die Turtle-Sprache Ubertragen.

Dazu wird einfach jedes ,F* im Initiator durch die Anweisungsfolge des Generators ersetzt. Es
entsteht eine neue Anweisungsfolge; sie wird Ableitung genannt.

Man kann sich also vom graphischen Ansatz der Rewriting Systems |6sen und die Ableitungen in
der Turtle-Sprache durchftihren. Ein kleiner Nachteil ist, dal? die Anweisungsfolgen sehr schnell
sehr lang werden. Das liegt daran, daf3 in jedem Ableitungsschritt alle , F“-Anweisungen
zugleich ersetzt werden.

Im Schneeflocken-Beispiel erreicht man z. B. schon beim 4. Ableitungsschritt eine
Anweisungsfolge, die 1792 Anweisungen enthdlt.

10
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3. Die Kochsche Insdl

3.1. Lindenmayer-Systeme (L-Systeme) und deren Ableitungen
Dieim Abschnitt 2 behandelten Anweisungsfolgen werden L-Systeme genannt.

Definition: Ein L-System besteht aus einem Alphabet V von Zeichen und einer Menge V+
von Wortern Uber diesem Alphabet V. Des weiteren gibt es Ableitungsregeln
(Productions), dieein Wort w € V+ in ein Wort w’ € V+ Uberfihren.

Um ein L-System zu erzeugen bendtigt man

einen Winkel & (Angle) z.B. 6=30°
eine Ausgangsfigur/Startwort (Axiom) W=F--F--F
und eine oder mehrere Ableitungsregeln F=F+F--F+F

Mit L-Systemen konnen (fraktale) Kurven beschrieben werden. Die Interpretation mit Hilfe der
Schildkréte ist nur eine von vielen moglichen. Man koénnte sie auch von einem Plotter
interpretieren lassen oder als Punkt auf dem Computer-Bildschirm.

Die L-Systeme sind vergleichbar mit Kontextfreien Grammatiken. Sie erflllen alle
notwendigen Eigenschaften. Eine Besonderheit ist aber, dal3 bei L-Systemen keine sequentielle,

sondern eine paralele Anwendung der Ableitungsregeln stattfindet. Sprich: In einem einzelnen
Ableitungsschritt wird jedes ,,F* innerhalb eines Wortes abgel eitet.

3.2. Beispid: Die Kochsche Insel (Abbildungen 3.1 bis 3.5)

Ausgangsfigur:  F-F-F-F

Winkel: 90°
Ableitung: F F-F+F+FF-F-F+F
|
F-F-F-F =>  F-F+F+FF-F-F+F - —
F-F+FFF-F-F+F -
F-F+F+FF-F-FHF - ‘ |
F-F+F+FF-F-F+F — | —
L
=>  F-F+F+FF-F-F+F -
F-F+F+FF-F-F+F +
F-F+F+FF-F-F+F + ..
—> —>

11
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4. Pflanzen im Computer

4.1. Geklammerte L-Systeme

Wenn man nun mit den bisher vorgestellten L-Systemen eine Pflanze
oder einen Baum darstellen will, wird ein Problem sehr schnell
offensichtlich:

Ein Baum &3t sich normal nicht mit einer Linie zeichnen.

Eine einfache Losung ist, dal3 man sich beim Zeichnen der Figur Punkte merkt, zu welchen man
zurlickspringen kann, wenn man z. B. einen Ast zu Ende gezeichnet hat.

In der Anweisungssprache benutzt man dazu Klammern. Daher
spricht man auch von geklammerten L-Systemen.

Der Baum in Abbildung 4.2 wird von dem Wort

[+F-F-F] [-F+F+F]
FF + [+F-F-F] - [-F+F+F]
¥ erzeugt. Dabei wird zunéchst der , Stamm®, dann der , linke Ast*
gezeichnet. Da der ,linke Ast” innerhalb von Klammern steht,
wird, nachdem dieser gezeichnet wurde, die Zeichnung in der
»Astgabel” fortgesetzt.
Abb. 4.2 Ansonsten unterscheiden sich die geklammerten L-Systeme nicht
FF + [+F-F-F] - [-F+F+F] von den ungeklammerten.

4.2 Beispiel: Ein Baum wachst (Abbildungen 4.1 bis 4.8)

Das folgende Beispiel zeigt, wie man einen Baum (oder Busch) wachsen lassen kann. Dazu
werden folgende Startwerte gewahlt:

Winkel 5 =22,5°
Startfigur ++++F
Ableitungsvorschrift F=FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]

++++ F

++++ FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]

++++ FF-[-F+F+F] +[+F-F-F] FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]-[- FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]
+ FF-[-F+F+F]+[+F-F-F] + FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]]+[+ FF-[-F+F+F] +[+F-F-F]
- FF-[-F+F+F]+[+F-F-F] - FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]]

NP O

12
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Im ersten Schritt leitet man die Startfigur (siehe 0.) ab. Dafir wird einfach jedes F im Startwort
entsprechend der Ableitungsvorschrift ersetzt.

Setzt man die Ableitung noch weiter fort, so erhalt man einen immer realistischeren Baum:

Die Menge der Anweisungen vervielfacht sich jedoch bei jeder Ableitung, so dal3 auf dem
Computer-Bildschirm schon nach wenigen Ableitungen nur noch ein schwarzer Fleck zu
erkennen ist:

Der im Abschnitt 1.3 eingefiihrte Begriff der Selbstdhnlichkeit, 183 sich in den erzeugten
Pflanzen sehr einfach wiederfinden. Das wird besonders beim Farnblatt deutlich:

Abb. 4.9 — Selbstéhnlichkeit bei der VergrofRerung eines Farnblattes

13
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4.3. Ausblick: Dreidimensionale Pflanzen

Problem: Pflanzen sind mehr als ein verzweigter Strich

Wenn man sich eine Pflanze vorstellt, denkt man selten an eine
zweidimensionale Strichzeichnung. Zum Beispiel eine Blume
ist dreidimensional, beinhaltet Bl&ttern und ist farbig.

Um das ebenfalls mit L-Systemen realisieren zu kdnnen, muf3
man die Eingabemenge, also die Menge der mdglichen Abb. 4.10 -
Anweisungen, erweitern. Eine Blume aus dem Computer

Man darf nicht mehr nur zwischen Links und Rechts unterscheiden, sondern versetzt die Turtlein
den dreidimensionalen Raum und interpretiert die Drehungen als Drehungen um die x-, y- oder
z-Achse:

und - Drehung um die z-Achse
und ~ Drehung um die y-Achse
und \ Drehung um die x-Achse
und ! Anderung Grofe und Farbe

~~ o +

Dazu kommen umfangreichere Ableitungsregeln, die z. B. einen Stamm in Zweige verzweigen
lassen, jeden Zweig in Verdstelungen, Blétter und weitere Zweige, ...

Abletungen: Stamm —»  [Zweig //lII* Zweig /IIIII]* Zweig]
Zweig —»  [& Verdstelung Blatt! Zweig]
Verastelung —»  [FBlatt]
Blatt —> [N )]

Terminalsymbole, also Teile des Baumes, die nicht mehr abgeleitet werden, sind hier mit ,, f*
bezeichnet und treten nur an den Bléttern auf. Dasist klar, weil sich normal einem Blatt nicht
mehr entwickeln kann.

Die Startfigur ist in diesem Fall ,, Stamm® und es wird folgende Pflanze erzeugt :

Abb. 4.11 — ein 3-dimensionaler Fibonacci-Busch

14
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